LA ECUACION DE SCHRODINGER EN EL CONTEXTO DEL ALGEBRA GEOMETRICA
THE SCHRODINGER EQUATION IN THE CONTEXT OF GEOMETRIC ALGEBRA
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RESUMEN

En este articulo estudiamos la ecuacidon de Schrodinger desde un punto de vista algebraico, para el estudio
empleamos el enfoque polinomial del algebra geométrica, como consecuencia obtenemos una forma
alternativa de escribir la ecuacion de Schrodinger y obtenemos de forma natural el término de Stern-Gerlach.
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ABSTRACT

In this article we"study the Schrodinger equation from an algebraic point of view, for the study we use the
polynomial approeach of the geometric algebra, as a consequence we obtain an alternativeway of writing the
Schrodinger equation and we obtain in a natural way the term of Stern-Gerlach.
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INTRODUCCION

El presente trabajo, intenta dar un enfoque
alternativo de la ecuacion de Schrodinger utilizando
para ello una versién polinomial del algebra
geométrica, (Moore, 2014). Motivados por los
trabajos (Vaz Jr., 1996, p.255) y (Lounesto, 2001,
p.51) estudiamos la ecuacidon de Schrodinger desde
un punto de vista algebraico, para ello definimos
polinomios provistos de un producto sujeto a las
llamadas condiciones de Grassman - Dirac, este
producto es llamado producto geométrico y
proporciona a los polinomios una estructura de
algebra asociativa real euclidiana llamada 4lgebra
geométrica (algebra de Clifford), al cualidenotamos
conAG(3).

Primero mostramos dos presentaciones previas de
la ecuacion de Schrodinger, el modelo escalar
presentado por Schrodinger, luego, el modelo
matricial presentadospot Pauli. Finalmente en base
al algebra geomdétrica AG(3) presentamos la
ecuacion de Schrodinger a través del modelo
geométrico y obtenemos de forma natural el
término de Stern-Gerlach.

PRELIMINARES

En esta seccidf, presentamos algunos conceptos y
resultados préliminares desarrollados en (Moore,
2014, p.4-37)s=que seran usados a lo largo | del
articulo.

Algebra Geométrica

Comenzamos eéstableciendo una alternativa al
concepto de algebra de Clifford del espacio
R® , al que llamamos Algebra Geométrica
Tridimensional. Ver (ounesto, 2001, p.41), (Vaz
Jr.,1996,p.239) y (Sobezyk, 2018, p.17).

Denotamos con R [e1, €2, es]al anillo de polinomios
de variables e,, ez, es y coeficientesiteales

Definicién 2.1 El 4lgebra geométrica
tridimensional, denotado con AG(3), es un su
espaciodeR [e;, ez es], con polinomios de la forma.

3

Z aj¢j + a123€433 g por

1si<j<3

3
provisto M =20 + Z Aic +
las condi i=1

coni,j=1,23y. eje; + eje; = Z(Sj]. 1 de Kronecker
dado por

1sii=j
El producto ¢ U {0 sii# j modificado por las
condiciones de Dirac es llamado producto
geométrico y los elementos de AG(3) son llamados
multivectores.

AG(3) con el producto geométrico es un R - algebra
asociativade dimension 8 y base

Para vel,e; ,e;,e3,€15,€;13, €3, 3123}Ld0 ver
(MOOI‘C, LU 14 ).

Multivectores, subespacios y subalgebras

Los k - vectores son:vectores (1-vector) , bivectores
(2-vector) , trivectores (3=vector) y los escalares (0 -
vector).

Explicitamente los k - vectoresiSen de la forma:

escalar: a = a,l
vector: v = a,e, + aze; + azes

bivector: B = ayzey; + ay3e13 + azzeys
Los k trivector: T = a;93€123 de AG(??)’ y
cada unuvu uc ci1U> ticuc uua pwsentacmn
geometrica.

Aoy sl

vector bivector trivector
LOS K = vCOULUICD 1ullllall ull DUUCbanIU uc AU\3),

denotado con

(AG(3))
(AG (3)), denota a los escalares
(AG (3)),denota a los vectores
(AG (3)),denota a los bivectores

Produ(AG (3));denota a los trivectores
Definicion 2.2
Sean Y

Paratp’ e (4G (3)); 3 M € (4G(3))x

1. El producto exterior de Py M es el multivector
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definido por:
PTM € (AG(3));+x

_((PM)jpsij+k <3
PTM_{ 0 ;j+ k>3

2. Elpiouuciv nciivs ue sy vt vo or snaunn v ot
definido por:
PlM € (AG(3))|j-x|

pLM _{(PM)|j_k,;sij¢ Oyk#0
3 Elpr s e Do, 31 500K =0

definido por:
P.M € (AG(3)),

P.M € (PM),solo sij=k

4. Elproducto vectorial'delos vectores

es el vector

P,M € (AG(3)), PxM € (AG(3)),

FPxM= —(PTM),, conPyME€ (AG(3)),
Definicion?2.3

Las funciones de clase C definidas en Qx/ y con
valores en AG(3), denotadas con C [QxI; AG(3)],
seran llamadas funciones multivectoriales de clase
C ~0y se escribiran.

D FyG e + fiaslx eeses

1sisj<3

3
M@ = fole )+ ) filx e +

Lavifo. fi fijs fiza € ¢”[Qx]; R]y (x,t) € Qx Ibles
espaciales v — /v “~~07) y t denota la variable

X E C . .
temporal."Casus wspeciales de funciones
multivectoriales son:

Funciones escalares:

Funciones vectorialeM = f;1

Funciones bivectorialeM = fie, + fae, + faes
Funciones trivectorialesM = fi e + fizeis + foz€3
Derivada geométrica M = fi,3e;,3

Definicion 2.4 Sea M C[QxI; AG(3)] llamada
derivada geométrica de é/[ en AG(3), se define:

3

VM, 0:= ) en(@M)(x.)
SeaM C« n=1

2. S (AG(3))k

exteriorde M en AG(3). se define:
VI M e C®[QxI; {(AG(3)) k1l

Jlamada derivada

3. (V1 M)(x,£) = { <V(’)M(x- t))m:s; }iz 3

interiorde vi en At ) Qe aenine:

VIMe C[QxI; (AG(3))x_,]"

rivada

Sea (VM (x,t))_;Sik >0
0

(VlM)(x.t):{ k=0
4.SM € C*[Qx1; (AGB3))] = c®[Qx]; R¥da

escalarde M en A(G(2) dadn por:
V.M € C®[0x]; R]

5. Sea V.M =Vl M= (VM) , llamada

derivada vectorialdeM en AG(3) esdado por:
VxM € C*[QxI; (AG(3)),]

Campos n(v xM)(x,t) = =V T M(x,t)e;z3
Definicién 2.5

1. Coo[Qxl, (QxI)x AG(3)] denota.as funciones de
clase Ceo

M:QxI -> (QxI)x AG(3)

2. F [©2x] ,AG(3) ] denota los llamados campos
multivectoriales en AG(3) es decir;

MEeT[QxI,AG(3)|siM € C*[Qx1,(QxDx AG(3)]
ymoM=1q,,

(Qx1)xAG(3)

Si serd llamado campo
escalar

k=0,M €T [Qx1I; (AG(3))o]
Si sera llamado campo
veetarial

k=1,M €T[QxI; (AG(3))]
Si sera llamado campo
bivectorial

k=2M €T [QxI; {AG(3)),]
Si sera llamado campo

trivectorial o nseudoescalar
k=3,M €T [QxI; (AG(3))s]

3. Resultados

En estas secciones 3.1 (Lounesto, 2001, p.51) y 3.2
(Vaz, Jr., 1999, p.255) presentamos los modelos
tradicionales de la ecuacion de Schrodinger. En la
seccion 3.3 proponemos dicha ecuacién en el

Enresumen
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contexto del algebra geométrica AG(3), al cual
llamaremos modelo geométrico de la ecuaciéon de
Schrodinger.

3.1. Modelo escalar de la Ecuacion de
Schrodinger

Desarrollada en 1925 por el fisico austriaco Erwin
Schrodinger, la ecuacién de Schrodinger explica
todos los fendmenos atdémicos, excepto aquellos
que implican el magnetismo y larelatividad.

Laecuacion es de la forma.

ih Ba_‘:: = % [(=ihV). (=IAV)|W + qV¥
donde:
ies launidad imaginaria'delos nimeros complejos.
hes la constante de Planck Reduciday es dada por
h = % donde hees la constante de Planck.
% es laderivada parcial respecto al tiempo.
m es lamasa dela particula.
e denota al producto escalar,
y s el operadornabla.
qes la carga eléetrica de la particula.
V es el potencialeléctrico escalar.
¥ = ¥(r,t) € Ceslafuncionde onda.
Algunas observaciones

1. El operador Hamilteneano H de la ecuacion de
Schrodinger es.

1 . .
H = 7m [(—ihV). (—ihV)] + gqv

2. La expresion (—ihV).(—ihV) denota el producto
escalar.

La ecuacion de Schrodinger es una ecuacion para
una particula moviéndose en un campo eléctrico,
pero no en un campo magnético y despreciando los
efectos relativistas.

Desarrollando el producto escalar
(—ihV). (—ihV) = —h?V.V ydenotando V.V

con y2 , laecuacion de Schrodinger resulta en

ks 1 ) )

zha =5 [—ihV — qA). —ihV — qA)|¥ + qV¥
donde: A es el vector potencial del campo
electromagnético.

Algunas observaciones:

1. El operador Hamiltoneano H de la ecuacion de
Schrodinger en un campo electromagnético es

H = —[(=ihV — qA). (—ihV — gA)] + qV

2m
2. La expresion(—ihV — qA). (—ihV — gA) denota el
producto escalar.

Desarrollando el producto escalar

v 1
ihﬁ =om [—h2V? + ihq(V. A) + ihq(A. V) + q2A%|¥ + qV¥

1
=5~ [~h*V2 +ihq(V.A+ AV)G 4] + qV¥

Esta ecuacion incluye al campo magnético en la
ecuacion de Schrodinger, pero no implica todavia el
giro (spin) del electron.

3.2. Modelo Matricial .de la Ecuacion de
Schrodinger

Propuesta en 1927 por el fisico.aleman Wolfgang
Pauli, la ecuacion de Pauli reformula la ecuacion de
Schrodinger en el contexto matricial; tomando en
cuenta la interaccién del espin.con el campo
electromagnético.

Laecuacion de Pauli tiene la forma

oY1 _ _
LhE =5 [(o.(=ihV — qA)) (0. (—ihV — gA)) Y + gV¥
2. Laexpresion (o. (—ihV — qA))(o.(—ihV — gA)

denot el producto matricial de o.(—ihV —44) consigo
mismo.

Las matrices de Pauli son de la forma
=y o ==[7 Jlo=lp i
y tienen las siguientes propiedades.
1. 0; € C**?4lgebramatricial compleja de orden 2
20,0, = 103, 0,05 = i0y; 0301 = 10,
3.0j0y + 005 = 2051

Conj, k=1,2,3;1 =[(1) 2] es lamatrizidentidady

5o = 1,sij=k
jke = {O;sij *+k
4. 0x0; = —0joy paratodoj #k

Definimos el vector matricial de Pauli, como vector
cuyas componentes son las matrices de Pauli.

o=(01;02;03)

Sea ¢ € R® con o = (a1, az, as ). Definimos el
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producto escalar de 6 con a, denotado con c.a, de la
siguiente forma.

0.a =00, + 0,0, + 0303

Unresultado importante es el siguiente. Seaa,be R*y
ael vector de Pauli

(0.a)(0.b) = (a.b)] +io.(axh)
Donde:
a.b denota el producto escalar de vectores
axb denota el producto vectorial de vectores
Parael casoa=b
(0.a)? = (0.a)(0.a) = (a.a)]
Puestoque axa = 0

Aplicando el resultado,anterior a la ecuacion de Pauli
se obtiene
L, 0w

ih==—(0.(~ihV—qA))(0.(~ihV—qA))|W+qV'¥

= — [(—ihV—qA). (—~ihV—gA)I + io.((—ihV—qA)x

2m

(—ihV — gAY + gV

= [ (~ihV—qA).(~ihV —qA)I|¥ + —[io. (=ihV
— qA)x(—ihV — qA))]¥ + qVV¥

= — [(=ihV—qA). (—ihV —qA)| ¥+ ﬁ lio.(—h2VxV

2m

+ ihgxA + ihq. axV + q2AxA)|¥ +qV¥
! 1 1 1 . .
= o [(<1hY — qA). (—ihV — qA)]¥ + 5 -[io (ihqV
xA)W + gV
=—[(—ihV—qA). (~ihV—qA) W22 (0. B)¥ +qV'¥

2m

El modelo matricial de Paulidescribe el giro (spin)
delelectrénenvirtuda ~% (o. B) sllamado término de

2m

Stern - Gerlach. En resumen:

Ecuacion de Schrodinger Stern + Gorlach

3.3.Modelo Geométrico de la Ecuacion de
Schrodinger

La ecuacion de Schorodinger en el contexto del
algebra geométrica AG(3) tiene la forma.

v 1

G35 =5 [(—e;23hV — qA)(—e;3hV — qA)|Y + qVV¥

m

El operador hamiltoneano Hes :

1
= >m (—e123hV — qA)(—e123hV — qA) + qV
Donde la expresion(—€;23hV — qA)(—e;33hV — gA)
denota el producto geometrico

Desarrollando el producto geométrico:

av¥ 1
€123 E: %[(—8123hV—qA)(—9123 hV

—qA) |W+qVV¥

1
=%(—€123hv_ qA)[—e 3 h VWP —qAl+qVVP

1
=ﬁ(—h2.vz.‘l’+hq_e1 23h(V(AV)+A(VW)+q°
A%W) + qVV¥

1
=ﬂ(—h2V21P+hqe123V(Alp)+hqe123A(Vl}J)
+ q2A%W) + qV¥

1
= 5—[=h?V2W + hqe53((VA)P) + A.V(¥)

—ATVY + A V(W) + AT VW) + g?4%Y]
+ qVV¥

1
= [-h2V2W+hge 3 ((VA + VT A)P+
2A4.V¥) + q2A%Y | 4 qV¥

1
=ﬂ[_hzvzw+hq€123 ((VA)‘P)+A. v(¥)
+hge; 3 (V1 A)WHA. V) +q?A W |+qVVW

1
=ﬂ[—h2v2w+hqc123 (VA)W+AVW+q2A?
hq hq
‘P]+qV‘P+% e,23 (VAW A e;23(AVY)
1
o [(—e123hV—qA). (—e13hV —qA)|P+qV

hq h
W+ o—e173(VxA)e, 3V + %elzg(A.VLP)

2m
1
= ﬂ [(_8123hv - Q'A)- (_3123hv - qA)]lP +
hq hq
V¥ = B + o e13(4.VY)

En el modelo geométrico, el término de Stern -
Gerlach surge de forma natural en el algebra
geométrica, a partir del Hamiltoneano,
considerando el producto geométrico en lugar del
producto escalar o producto matricial.
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e{rw L (e, kY — gd). (—ep,gh¥ — qA)]tP+quIJ' Bw+hqe (A7)
1 3 ﬂt -2 __133 ______ 1 2_3 _______ |_2 123
C Ecuacion de Shrodinger Término de Stem - Gerlach

Usando la versidén polinomial del algebra
geométrica se demuestra que es posible reescribir y
mejorar la ecuacion de Schrodinger, ello se vio al
mejorar el modelo escalar y matricial propuestos
anteriormente, ademas de obtener de forma natural
un resultado importante en la mecénica cuantica;-el
término de Stern — Gerlach.

Hemos elegido el dlgebra geométrica; debido a que
permite, de un modo naturalyy. simple, reformular
conceptos del calculo veetorial y la fisica.

Su importanciaradica en el formalismo que utiliza el
mismo que, ademas«de unificar y generalizar los
conceptos conocidos, puede trasladarse a mayores
dimensiones y=aplicarlos tanto a los casos
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euclidianos como pseudoeuclidiano,ello permitid
reformular la ecuacidn de Schrodinger. Un objetivo
que persigue el presente articulo es mostrar que el
algebra geométrica es una estructura matematica
adecuada para iniciar un estudio unificado de la
relatividadigeneral y mecanica cuantica, ademas que
permitira.una, mejor comprension de teorias en
actual desarrollo, come la llamada teoria de cuerdas.
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